Coordonator CRISTIAN HEUBERGER

Gheorghe Boroica Nicolae Musuroia
Vasile Pop
Florin Bojor Cristian Heuberger

MATEMATICA DE EXCELENTA

pentru concursuri, olimpiade si
centre de excelenta

Clasa a XI-a

Volumul II. Analiza matematica

Editia a ll-a, revizuitd

INVATARE DE EXCELENTA"

SN SACLRS




CUPRINS

TESTE INITIALE ......ooovviiiiiiiieeinieeeniesesieesssesessseessessssesasessssassssssessassssassssesssssssssnsssnssssssessnnes 9
SOLUTILE TESTELORINIFIALE L e i Sl sl b snnda im0 10
1. MULTIMI DENSE (GHEORGHE BOROICA, VASILE POP) .....ceviiiiiniieiieiireceirecnecnieenneesnneenn 14
D S IRIRE(EORIN'BOTOR S s fe e e s sttt sea i b b s aren ot st pevecas oodomethatan 35
3. SIRURI RECURENTE (NICOLAE MUSUROIA, VASILE POP) ......cocviviniininniiniiiiiieesrensienneens 77
4. LIMITE DE FUNCTII (NICOLAE MUSUROIA, FLORIN BOJORY) ......ccrcueiimiriiiiiinicinienneeeienennnes 117
5. CONTINUITATE (GHEORGHE BOROICA, NICOLAE MUSUROIA) ......ceeeiiuniiiinnreesiinneeensnneenens 141
6. PROPRIETATEA LUI DARBOUX (CRISTIAN HEUBERGER)....cuveeuveerenurenneersnesnesnessessseesseesnes 167

7. TEOREMELE DE MEDIE ALE CALCULULUI DIFERENTIAL
(GHEORGHE BOROICA, NICOLAE MUSUROIA).......ceouevenrersessiesiesiesiesuesseessessessesiesssessessasssens 189
8. FUNCTII CONVEXE (GHEORGHE BOROICA, FLORIN BOJOR) ....ccovevuiienuiniiiniiiiinnensiensensennes 208
9. POLINOMUL TAYLOR ASOCIAT UNEI FUNCTII (GHEORGHE BOROICA)......ccceevuerniiniinniisinenne 229
10. ECUATII TRANSCENDENTE (NICOLAE MUSUROIA).....ccortermveessesiiareesseessnesuessossesssnessesnes 250
11. ECUATII FUNCTIONALE IN ANALIZA MATEMATICA (VASILE POP)....cccceevriieiiiecincccsuecnsnnenns 270
12. METODE TOPOLOGICE iN PROBLEME DE GEOMETRIE (VASILE POP)....cc.covvuiriuinieciienneneenes 292
TESTE FINATVE S8 0 300 ot i oot s vnens s s swssnsnbeb s dus butmsae im s sih s U e 312
SOLUTIILE TESTELOR FINALE .......cccvviiiiturieinitrereenireeeessreeeesisseesesessssssssessssssesssssssessssnaes 313
BIBLIOGRAFIE .. s 0055 css5tessw5 558554 084505 85 55y 4a 4555 554 £ 844398 44K EH 458 404806 400840 H AR 455 E41 £ AR R USSR wRns 318



TESTE INITIALE

TestuL L.1

= f2(k)
=l

I.1.1. Fie f:N" =N’ o functie injectiva si sirul (x,),, X, = Aritati ci

pentru orice M> 0 existi me N” astfel incat x, > M, Vn=m.

I.1.2. Pentru fiecare ne N*, considerdim a, ={(2+\/§ )n} Aritati c3 exista nye N

astfel incat |a, —1| <107, Vn2n,.

I.1.3. Fie multimea 4= {__zx_);__
X +y +2

X, yE R}. Determinati cel mai mic numér real o

cu proprietatea cd z< o, Vze 4.

1.1.4. Determinati intervalul [a, b] de lungime minima astfel ca pentru orice numere
reale strict pozitive x;, Xy, ..., X0 Sa avem:

£ X X

as—1—+—2 4 +—=

D MR b » A R

Vasile Pop

TestuLl.2

L.2.1. Se considera sirul (a,),,, cu g, =§, a, =—2— si(m+ Day =@ — Da,, Vn 2 2.

Arataticia; tay ... ta,<2.
Lucian Dragomir, Gazeta Matematicd, nr. 6-7-8, 2012
1.2.2. Determinati functia f:R — R cu proprietatile:
a) f(x)=20, Vx=0;
b) f(x+y)=f(x)+f(»), Vx,yeR.

1.2.3. Fie f, g, h:Z — Z functii periodice, de perioade 7, 19, respectiv 31. Aritati ca
daci functia f+ g + h este constantd, atunci functiile f, g, 4 sunt constante.

4dmn
2 2 2

1.2.4. Se considerd multimea de numere rationale 4 = {
m” +2n

m, ne N*}. Deter-

minati cel mai mare numar real a si cel mai mic numar real b astfel incat 4 C [a, b].
Vasile Pop

Analizi matematic. ClasaaXl-a| 9



SOLUTIILE TESTELOR INITIALE

TESTUL 1.1

i W)
(n+1)°

Zf (k+ )>—-(12+22+ Ant)=

R.L.1.1. Sirul dat este strict crescitor deoarece B ————=>0. Cum feste in-

f 2(k+n) 1
jectivi, avem 0=
. A ; K+ny - Gny £

_ @ntD(n+D) _2nn 1
> ——- V _1 Atu = s B’ k=1 >
481 487 24 oL R Z( Fper) Z:24 2

deci X, >x+ i Bl Lo —, Vne N*. Deoarece relatia — 7> M este adeviratd pentru
4 4 4 4

not
orice n 2 [4M] + 1, deducem c& x,, > M, Vn2[4M]+1=n,. Luim m=2" e N* si se
obtine concluzia, deoarece sirul este i crescitor.

R.I.1.2. Avem {a} = a - [a], unde [a] este partea intreagh a lui a. Aplicdnd binomul
lui Newton rezulta ci, pentru orice ne N, existd X,, y, € Z astfel ca:

(2+~/_) =x, +y,,=\/_$1(2 «/_)n= «/3
Deoarece (2+~/§) +(2-«/§) =2x, §i O<(2—«/§) <1, rezulti cé:
[(2+\/§)n]=2xﬁ=1§i {(2+J§)"}=1-(2—J§)".

Fie €>0 dat. Relatia ]an—1[<e4:(2-\/3—)"<s=>n1n(2-«/§)<1ns=m> g

Ine

n(2-)|"

Asadar, |a, -1|<€, Vn2n, =max], . Luind =107, se obtine

concluzia.

2

R.I.1.3. Fie z-x'*ye A. Deoarece zsl 1——2-2—
2 X+y +2

P e J<-;—, deducem ci

1
OLSE. Ardtim cd numdirul ciutat o este % Presupunem contrariul, deci o < %
Atunci pentru orice x, y € R, avem: LS&. Luim y = x si obfinem

X +y7+2

10 I Matematicd de excelent



o : ; - .
. Cum ultima relatie trebuie si aibd

2 <o2x* +2) & (1-20)x* <200 & x° Sl =
— 20

. : e 1
loc pentru orice x € R, se obtine o contradictie. Asadar, o= oh

Observatie. Numirul o se numeste infimumul multimii 4.

5 % e X x :
R.I.1.4. Notam S(x;, x2, ..., X10) = L+ 2 4 +—2—+—"10  sicu
X +X, X, +X X+ X, Xot+X
S =x 42, + ..+ Xg, 180 215 =X,
x % .
Avem kg T - Ten <1 T yiel10.
S X+ X X + Xy

Adunind inegalititile anterioare obtinem: 1< S(x;, x,, ..., ¥,) 9. Aréitdim ci inter-

valul c3utat este [a, b] = [1, 9]. Pentru aceasta, este suficient s& aritdm c& pentru orice
a > 1 existd numerele pozitive aj, ay, ..., a astfel ca S(a,, a,, ..., qp)<a §i c4,

pentru orice b < 9, existd numerele pozitive by, by, ..., by astfel ca S8, b, ..., by)>b.

Vom ciuta numerele ay, ay, ..., aio §i by, by, ..., by in progresie geometric: g, q’, 26
2 9 10 9
10 2 10 g g q g 9 g
g Avem S(q,q", ., g )= * +ot + S e ;
q+q" ¢ +¢ @ +q° ¢°+q l+q 1+¢
¢ s a9
+ =< +1 gi inegalitatea:
1+g 1+q 1l+g¢ ‘
9 9 10-a 10-a

—+l<ae —<a-1&g> , deducem ca& pentru g¢g>
l+g q+1 a=1 a-1

Pentru prima inegalitate, deoarece

avem

S(g,, 4°, s 4°)<a.
Pentru a doua inegalitate, avem:
9
9 q >
l+g¢ 1 +q9 1l+¢

I R, o B §i trebuie s giisim g astfel ca

L>b=>9>b+b-q<=q<-9—_£.
l+qg b

Alegind 0<g< 2;—1’, avem S(q, ¢°, ..., ¢'°) > b si se obtine concluzia.

Analizid matematicd. Clasa a Xl-a | 11



TesTUL 1.2

R.I.2.1. Adunim relatiile:
3a,=a,
4a, =2a,
na,=(n-2)a,

Obtinem a, +a, +...+a,  +na, =a,. Cuma,> 0, Vne N rezults

.5
a+ta,+..+a, +ta <a +a,+..+a_,+na <a +2a, =—+=_=2.
i 2 n—1 n 1 2 n—1 n 1 2 3 3

R.L.2.2. Pentru x = y = 0, din relatia b) rezultd f(0)=0. Pentru y = —x obtinem:
0=f(0)= f(x)+ f(—x), deci f(-x)=-f(x), Vxe R. Aritim ci f este crescatoare.
Fiea,be R cua>b. Atunci f(a—-b)>0.

Dar f(a—-b)= f(a)+ f(=b)= f(a)- f(b). Rezulti f(a)> f(b).

Searaticd f(q)=qf(1), Vge Q.

Din f(q)=qf(1), Vgqe Q si f crescitoare rezultdi ci f(xX)=xf(1), Vxe R, cu
f@=o0.

R.IL2.3. Fie (f+g+h)(x)=k, Vke Z. Deoarece 31 si 7 - 19 sunt prime, exista
k, le Z astfel incat 1 =31k+ 7 - 19/. Atunci:
h(x+1)=h(x+31k+7-191)=h(x+7-19l):k—f(x+7-19l)—g(x+7-19l)=
= k- f(x)-g(x)=h(x).

Deci, & are perioada 1, prin urmare / este constanti pe Z. Analog se aratd ci fsi g
sunt constante.

€ A4 si deducem a, < 2, Vne N'. Rezulta

R.1.2.4. Pentru m = 1 obtinem a, = Lt
I n

2n’

. - _ 2 ) )
cd o conditie necesard pentru ca 4 c[a, ») este a<=, Vne N’, deci @ = 0. Din
n

4mn & 4dmn
m? +2n* 2 m? - 2n?

b=-/2. Este suficient sd aritim ci daca b’'e (0, 2 ), atunci existi m, ne N” astfel

inegalitatea mediilor avem =+/2, astfel ca b<~/2. Aritim ca

4mn il g ;
ca ———>b". Din ultima relatie rezulti:
m” +2n

2
b'(m2+2n2)—4mn<0<:>b'-(ﬂj Sl oy e b —anion 2o &
n

n n

12 l Matematica de excelenti



Ecuaia bx*—4x+2b'=0 are A=16-8b7>0 si ridicinile reale x;, x, cu

4 : ; " . » . s
X +x,=—>0 si x-x,=2>0, deci pozitive. Pentru orice numar rational pozitiv
b

x="" din intervalul (x1, x2) avem b'x* —4x+2b"<0. in concluzie, 4 c I:O, 2 :l
n

Analizd matematica. Clasa a Xl-a | 13



