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TESTE lNlTlAtE

Ttsrul1.1

I.1.1. Fie /: N- + N. o func{ie injectiv[ qi qirul (xn),a, ., =|ry. Ar[tafi cI

pentru orice M>0 existl rae N* astfel incdt xn ) M, Yn> m.

', r. n). Determinali cel mai mic num[r real o

r.1.2' Pentru fiecare nG N*, considerlm ", ={('+ "6f } Arltati cd existd ro € N*

astfel incdt 1",-tl < l0-to, Yn2no.

I *'v
t.1.3. Fie mulfimea A = 

lTlT;
cuproprietateacd z <a, Yze A.

I.1.4. Determinafi intervalul fa, bf de lungime minim[ astfel ca pentru orice numere

reale strict pozitive xb x2, ..., r10 s[ avem:

o<4*xs*xroq6.
\+ x2 x2+ x3 xs + x1o tro * rr 

vasire Pop

Tesrul1.2

I.2.1. Se considerd girul (a,),r, cu d, = l, or=f Ui f, * l)an*t : @ - l)an,Yn) 2.

Aritafi cd a1 r az * ... t a,1 2.
Lucian Dragomir, Gazeta Matematicd, nr. 6-7-8, 2012

I.2.2. Determinafi functia /:JR + R cu proprietifile:

a) f(x))0, Vx>0;
b) f (x+ y)= f (x)+ f (!), Yx,./€ lR.

I.2.3. Fie .f , g, h:Z -+Z funcfii periodice, de perioade 7, 19, respectiv 31. Aritafi ci
dac[ funcfia f + g + ft este constant[, atunci func{iilel g, ft sunt constante.

I.2.4. Se consider[ mulfimea de numere rafionale n={ !ryf-l *, ,.x.}. o.t"r-
lm'+2n' | ' 

)

minafi cel mai mare num[r real a gi cel mai mic num[r real b astfel incdt A 
irYr,rf].r",
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soLUTltLE TESTELOR tNtTtALE

Trsrul l.l

R.I.1.1. $irul dat este strict cresc[tor deoarece xn+t - xn = W> 
0. cum/este in-

jectiv6, avem x2n- x,=tffir#.i.f(o *r,=#0, +22 +..+n2y=

- (2n+l)(!+l) ,#=*,rn2l. Atunci x2n -xt= *i_{*r, -xru,)r}*o=h,48n' 48n' 24' ' - 
k=t

deci xr,, rr*f,rt*ir!, vr.N*. Deoarece relafia iW este adevlrata pentru

orice n >l4M+ 1, deducemed xr, > M, yn>l4Ml+t3ru, Lulm m=2he N* gi se

obline eoncluzia, deoarece ginrl este gi cresc[tor.

R.r.1.2. Avem tal = a: [a], unde [a] este partea lntreag[ ahti a,Aplie0nd binomul
lui Newton rezult6 c6, pentnr oriee rue N, existd x,, loe Z astfel eat

(z+Jl)' =xo*!o.JI pi (r-JI)' =ro-yo,Ji,
Deoarece (z+Ji)' +(z-Ji)' =2x, qi o.(r-Jj)'.1, rezult6ed:

[{r-.6)'] =2xo r qi 
{(z*,€)'} =r-(2-J1)' ,

Fie e>0 dat. Relafia la, -{<e e(z-Jl)' <eenu(z-J5).kre<+rrffi.

Asadar, lo,-tl<e,vn2nu=,n*{,, 
i*m]-t} 

Lu6nd e=r0-,0, se obsine

concluzia.

R.I.1.3.Fiez=ffiel.Deoarecez3i('-#,).;,deducemc6

"=+,Ardt[m 
c6 numirul c[utat o este I, prrrupunem contrariul, deci o . 

+.
Atuncipentruoricex,'yeIR,avem:ffi'=",Lutrmy=xgiobfinem

10 | matematici de excelenttr

x2 <u(2x2 +2)e(I-2c

loc pentru orice x e IR, sr

Observafie. Num[ru] a s

R.I.1.4. Notlim S@u ,r,

S = rr * x, * ,.,1 xro, iat I
Avem 

*o s *r 
=l-S xk + xk+l

Adun0nd inegalitfiile at
valul c[utat este [a, b] = |

a > I exist[ numerele p
pentnr orice b < 9, exisg

Vom c[uta numerele 41, !

qlo, Avem S(q, q', ..., qt

Pentnr prima inegalitatc, <

99
-Tr(c*€
l+q q+l
S(q1, Q2, ,,,, qtu)<a,

Pentnr a doua inegalitate,

S(q, q', ,.,, q'u)={or

+r be9>b+b.qe
l+q

Aleg6nd 0<qcT,""



= 4'('ll) > o. cum/este in-
(n +1)'

*n)=$1r2 +22 +...+n21=

=E *rr-xrr-,)r}*=*,

\, * este adev[ratl pentru
4

=16. Lu[m m=2ou e N* 9i se

abti a, Aplie&nd binomul
e Z astfel cal

x,-ln.Jl.

l, rcanlt[ c[l

Luend

oL Ludmy -r$iobfinem

r-(z-JI)',

e=10-lo, se obline

+).1. d.du.em c6+y'+2) 2'

contrariul,Aecic< 1.
2

x2 <u(2x2 +2)e(l-2u)x2 32acl. r'=ft. Cum ultima relafie trebuie s[ aibi

loc pentru orice x e IRo se obgine o contradic{ie. Agadar, 
"=1.

Observafie. Numlru] o se nume$te infimumul mul{imii l.

R.I.1.4. Not[m S(x1, x2, ..., xro) = -4-* 
x2 +...+ ? a-fu- gi cu

\+x2 x2+\ rs*40 .trro+.rr

,l = rr f x2 + .,,+ xro, iar xfi: xt.

Avem 
*! < *o =1- x*+t <L-xyt , v/ce ilo.- - ---- S xk + xk+t xk + xk+t S

Adundnd inegalitdfile anterioare oblinem: 15S(x,, x2; ..,s rto)39. Arlt[m c[ inter'

valul clutat este [a, b] = [1, 9]. Pentm aceasta, este suftcient s[ arltlm c[ pentnr orice

a > 1 existd numerele pozitive db o2, ,,., arc astfel ca S(a1, a2, '.., aro)<a 9i c[,

pentnr orice b < 9, existE numerele pozitive bt bz, , , ., brc astfel ca S(4, br, ,,.' 4u) > b,

Vom c[uta numerele ctt, a2t ,,,, r,10 qi bt, bz, ,,,, brc in progresie geometric[: Q, Q2, ,,,,

qro. Avem s(q, q',,,,, q'1=#-#-*fu-fr=&-#.
Pentnrprima inegalitate, deoareee +-&.3+l gi inegalitatea:l+q l+q'l+q

9 9 l}-a ,, .10-a?+l<ae-1a-laq>-, dedueem cd pentru q>< avem
l+q q+l ' a-l a'r
S(qv q2 , ..., qtu) < a,

Pentnr a doua inegalitate, avem:

s(q, q' , ,,,, q')=&-#, hsi trebuie sd gbsim q astfel ca

9 rbeg>b+b 9-b
l+q 'qQqt b '

Alegsnd 0<q <+, avem ^S(q, Q', .,., q'o)>b gi se obtine concluzia.
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R.I.2.1. Adundm relafiile:

Trsrul1.2

3a, = a,

4ao =2a,

na, = (n-2)o,_,
Obtinem a3 + a4 + ...+ a,_t + non = ar. C:um ar) 0, Vn e N- rezult|

e I az + ... + an-l * an 3 o, * a, + ... + a,-r + nan < a, * 2a, = I* 1= 
r.

R.I.2.2. Pentru x:y:0, din relafiab) rezultl f (0)=0. pentruy:-r oblinem:
0=,f(0) = f(x)+ f(-x), deci f(-x)=-f(x), vxe lR.. Ardt[m ci/este crescdtoare.

Fiea,b e IR cu a> b. Attnci f(a-b)>0.
Dar f (a-b)= 

"f 
(a)+ f (-b)= 

"f (a)- f (b).Rezultd f (a)> f (b).

Se arati cd' f (q) = qf (l), Vq e Q.
Din f(q)=qrfQ),YqeQ gi / crescdtoare rez;ultl c6 -f(x)=x/(l), V;eR, cu

,/(1) > o.

R.I.2.3. Fie (/+ g+h)(x)=k,YkeZ. Deoarece 31 gi 7 . lg sunt prime, exist[
k, leZ astfelincdt l:3lk+7 .lgl.Atunci:
h(x +l) = h(x +3lk +7 .l9l) = h(x + 7 .l9t) = k - f(x + 7 .tgt)- s(x + 7 .tgt) =
= k-"f(x)-g(x)=h(x).
Deci, h are perioada 1, prin unnare h este constantd pe z. Analog se aratd caf qi g
sunt constante.

R.I.2.4. Pentrum: I oblinem an=:=.r gideducen en1?,vn.N-.Rezultd
I + 2n' ---- -'n 

n

c[ o condilie necesard pentru ca Acla, *) este a a?,vr.N*, deci a : 0. Din
n

inegalitateamediilor uu" - j!!-<-......P- 
=f, astfel cd b<Ji. eretamcem'+2n' 2rl m, .2n,

b=Ji. Este suficient s6 ardtdm cd dac6 b'e(0, J2), atunci existi m, neN. astfel

"u 
j!i-> b'. Din ultima relafie rczuttd:m'+2n'

b'(m2 +2n2)-4mn< 0 <+ u' (y)' -qL+2b, <0 e b,x, -4x+2b, <0 cu ,=L.\n) n n

12 | Matematici de excelenli

Ecua{ia b'x2 - 4x + 2b' =
A

xt+x2=;)0 gi x,'.x,
b

*=! din intervalul (.r1,.
n

'frnh



te.z,flE

ls*==2.
3

!: -x obtinem:

c6/este crescltoare.

f(b).

f(x)=x/(1), Vxe IR', cu

19 sunt prime, existi

+7.191)- s@+7.191)=

Z. Analog se arati cdf Si g

1
an 11, Vn e N- . Rezult[

n

,Yne N., deci a: 0. Din

astfel ci bsJt. Aritlm c[

i existd m, ne N- astfel

-4x+2b'<0 cu *=L
n

Ecua{ia b'x2 -4x+2b'=0 are

4
xt+x2=;r0 Si x, .xz=2)0,

A=16-8b'2 >0 qi

deci pozitive. Pentru

rid[cinile reale xy x2 cu

orice numlr rational pozitiv

x=+ din intervalul (xt,xz) avem b'xz -4x+2b' <0. in concluzie , n.lO, JZf.
n
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